Volume I 



£<Jitora 

UEPG 




© Editora UEPG 



Nenhuma parte deste livro, sem autorizagao previa por escrito da Editora, podera 
ser reproduzida ou transmitida, sejam quais forem os meios empregados: 
eletronicos, mecanicos, fotograficos, gravagao ou quaisqueroutros. 



Revisao: 

Hein Leonard Bowles 
Capa: 

Kleber Daum Machado 

Editoraqao eletronica: 
Kleber Daum Machado 

Normalizatjao tecnica: 
Biblioteca Central 



530.141 MACHADO, Kleber Daum 

M 149 Teoria do eletromagnetismo. 

v 1 Ponta Grossa, UEPG, 2000. 







1 -Ffsica.2-Eletromagnetismo . 
3-Eletrostatica.4-Eletrodinamica.5- 
Magnetismo.6-Optica.I.T. 



ISBN 85-86941-07-7 



Editora UEPG 

Pra$a Santos Andrade, s/n Q 
Ponta Grossa - Parana - 84010-790 

Fone/Fax: (42) 220-3308 

e-mail: editora@uepg.br 

www.uepg.br/editora/Editora.htm 

2000 




Sumario 



Prefacio 




Lista de Figuras 




Lista de Tabelas 




I INTRODUgAO 

1 Sistemas de Coordenadas, Vetores, Grandezas 
Escalares e Grandezas Vetoriais 

1.1 Sistemas de Coordenadas Retangulares . . . . 

1.1.1 Vetores 

1.2 Sistema de Coordenadas Polares 

1.3 Sistema de Coordenadas Cilindricas 

1.4 Sistema de Coordenadas Esfericas 

1.5 Grandezas Escalares e Vetoriais 

1.6 Exemplos Resolvidos 

1 . 7 Exercicios 

2 Algumas Series Uteis em Fisica 

2.1 Serie de Taylor 

2.2 Serie de Fourier 

2.3 Serie Geometrica 

2.4 Exercicios 



27 



29 

30 
32 
45 
49 
52 
54 
81 
91 

97 

97 

106 

116 

118 



121 



II ELETRO STATIC A 
3 Carga e Forga Eletrica 



123 




3.1 Carga Eletrica 123 

3.2 Processos de Eletrizagao 127 

3.2.1 Eletrizagao por Atrito ou Triboeletrizagao 127 

3.2.2 Eletrizagao por Contato 129 

3.2.3 Eletrizagao por Indugao 130 

3.3 Forga Eletrica 132 

3.4 Maos a Obra: Pendulo Eletrostatico e Eletroscopio .... 157 

3.4.1 Pendulo Eletrostatico 158 

3.4.2 Eletroscopio 160 

3.5 Exercicios 162 

4 Campos Eletricos, Is Conceitos Fundamentais 165 

4.1 O Campo Eletrico 165 

4.2 Linhas de Campo Eletrico e Lei de Gauss 183 

4.3 Dedugao Matematica da Lei de Gauss 189 

4.4 Aplicagoes da Lei de Gauss . . . . 192 

4.5 O Dipolo Eletrico 209 

4.6 Torque sobre um Dipolo Eletrico 214 

4.7 Delta de Dirac e Cargas Pontuais 217 

4.8 Maos a Obra: Lei de Gauss e Blindagem Eletrica 235 

4.8.1 Recipierlte Metalico e Lei de Gauss 235 

4.8.2 Peneiras e Blindagem Eletrica . 238 

4.9 Exercicios 239 

* 

5 Potenciais Eletricos, I: Conceitos Fundamentais 241 

5.1 Energia Potencial Eletrica e Forga Eletrica 241 

5.2 Potencial Eletrico 252 

5.3 Potencial Eletrico de um Dipolo Eletrico 280 

5.4 Linhas de Campo Eletrico e Superficies 

Equipotenciais 289 

5.5 Maos a Obra: Gerador de Van de Graaff 292 

5.5.1 Gerador de Van de Graaff e Linhas de 

Campo Eletrico 294 

5.6 Exercicios 297 

i 

6 Potenciais Eletricos, II: Equagao de Laplace 299 

6.1 Equagoes de Poisson e de Laplace 300 

6.2 Unicidade da Solugao das Equagoes de Poisson e 

de Laplace 301 




6.3 Equagao de Laplace em Coordenadas Retangulares .... 

6.3.1 Equagao de Laplace em Coordenadas 

Retangulares Bidimensionais 

6.3.2 Equagao de Laplace em Coordenadas 

Retangulares Tridimens ionais 

6.4 Equagao de Laplace em Coordenadas Polar es 

6.5 Equagao de Laplace em Coordenadas Esfericas 

6.5.1 Solugoes da Equagao de Laplace em Coordenadas 

Esfericas Envolvendo os Polinomios de Legendre . 

6.5.2 Solugoes da Equagao de Laplace em Coordenadas 

Esfericas Envolvendo os Polinomios Generalizados 

de Legendre 

6.6 Equagao de Laplace em Coordenadas Cilmdricas 

6.6.1 Solugao da Equagao de Laplace em Coordenadas 

Cilmdricas quando k = 0 

6.6.2 Solugao da Equagao de Laplace em Coordenadas 

Cilmdricas quando A; / 0 

6.7 Maos a Obra: Simulagao de Raios e Poder das Pontas . . . 

6.7.1 Vento Eletrico 

6.7.2 Torniquete Eletrico 

6.7.3 Simulagao de Raios 

6.8 Exerdcios 



306 

306 

322 

336 

348 

354 



393 

427 

429 

450 

474 

475 

476 

477 
479 



7 Potenciais Eldtricos, III: Metodo das Imagens 

7.1 Exemplos de Aplicagao do Metodo das Imagens em 

Coordenadas Retangulares 

7.1.1 Carga Pontual Situada em frente a um Plano 

Infinito Aterrado 

7.1.2 Carga Pontual Situada em frente a Dois 

Pianos Infinitos Aterrados que Formam um 

A 

Angulo Reto 

7.1.3 Carga Pontual entre Dois Pianos Paralelos 

7.2 Exemplos do Metodo das Imagens em 

Coordenadas Esfericas 

7.2.1 Carga Pontual e uma Esfera Condutora Aterrada . 

7.2.2 Carga Pontual e uma Esfera Condutora 

Carregada 

7.2.3 Carga Pontual e uma Esfera Condutora Mantida 

a um Potencial Fixo 



481 

481 

482 

491 

495 

500 

500 

506 

509 



1 




7.3 Exemplo do Metodo das Imagens em 

Coordenadas Cilmdricas 512 

7.3.1 Linha de Cargas e um Plano Condutor Aterrado . 512 

7.4 Exercicios 516 

8 Potenciais Eletricos, IV: Expansao em Multipolos 519 

8.1 Expansao do Potencial Eletrico em Multipolos 519 

8.2 Expansao da Energia Potencial Eletrica em 

Multipolos 566 

8.3 Exercicios 570 

9 Potenciais Eletricos, V: Fungoes de Green 573 

9.1 Relagao entre o Teorema de Green e o Potencial 

Eletrico 573 

9.2 Fungoes de Green 576 

9.3 Esfera Condutora Submetida a um Potencial Qualquer 

sobre a Superffcie 581 

9.4 Obtengao das Fungoes de Green em Coordenadas 

Esfericas . 603 

9.5 Exercicios . 638 

10 Campos Eletricos,' II: Meios Dieletricos 641 

10.1 Visao Microscopica Qualitativa dos Dieletricos 642 

10.2 Campo Eletrico de um Dieletrico 647 

10.3 Condigoes de Contorno na Interface entre Dois 

Meios Dieletricos 675 

10.4 Visao Microscopica Quantitativa dos Dieletricos 713 

10.4.1 Polarizagao de Dipolos Intrinsecos 720 

10.4.2 Polarizagao de Dipolos Induzidos 725 

10.4.3 Polarizagao em Materials Ferroeletricos 729 

10.5 Energia em Meios Dieletricos 732 

10.6 Exercicios 740 



11 Capacitores 

11.1 Estudo dos Capacitores 

11.2 Associagao de Capacitores 

11.2.1 Associagao de Capacitores em Serie . . 

11.2.2 Associagao de Capacitores em Paralelo 

11.2.3 Associagao Mista de Capacitores . . . 

11.3 Forgas e Torques em Capacitores 



741 

742 
756 
758 
761 
763 
776 




11.4 Maos a Obra: Capacitores <93 

11.4.1 Garrafa de Leyden 793 

11.4.2 Experiencia de Millikan 796 

11.5 Exercicios 799 



APENDICES 



803 



A Constantes Fisicas 805 

B Operadores Diferenciais 807 

B.l Coordenadas Retangulares 807 

B.2 Coordenadas Cilindricas 809 

B.3 Coordenadas Esfericas 817 

B. 4 Exercicios 828 

C Equagao, Polinomios e Series de Legendre 831 

C. l Resolugao da Equagao de Legendre 831 

C.2 Serie de Legendre 849 

C.3 Resolugao da Equagao Generalizada de Legendre ..... 850 

C.4 Harmonicos Esfericos Ye jjn (6, $) 865 

C. 5 Exercicios 873 

D Equagao, Fungoes e Serie de Bessel 875 

D. l Equagao de Bessel e Fungoes de Bessel 875 

D.1.1 Solugao para 2v Nao-Inteiro 883 

D.l. 2 Solugao para v Semi-Inteiro 885 

D.l. 3 Solugao para v Inteiro 888 

D.2 Serie de Bessel 894 

D.3 Fungoes de Bessel Modificadas 909 

D.4 Exercicios 912 

915 



Referencias Bibliograficas 
Indice Remissivo 



921 




Prefacio 



Apos a publicagao de meu primeiro livro, Equagdes Diferenciais Apli- 
cadas d Fisica, varias pessoas tern comentado comigo que na area de Fisica 
exist em poucos livros para o terceiro grau produzidos por autores brasileiros. 
Essa avaliagao e correta, e observa-se que a maioria dos livros se destina as 
disciplinas de Fisica Basica, tanto para o proprio curso de Fisica quanto pa- 
ra os cursos de Qulmica, Matematica, Biologia e para as Engenharias, que 
tambem tern disciplinas de Fisica Basica em seu currlculo. O numero de livros 
orient ados para as disciplinas mais aprofundadas da graduagao em Fisica e 
mesmo para as da pos-graduagao em Fisica e praticamente nulo, com honro- 
sas excegoes. Para as disciplinas mais especlficas, os livros disponlveis estao 
escritos, normalmente, em lingua inglesa, ou sao tradugoes nem sempre 
perfeitas — dos originais em ingles. Esse diagnostico suscita, de imediato, 
duas questoes. Primeiro, sera que o que e bom para o aluno americano ou 
europeu e igualmente bom para o aluno brasileiro, que vive numa realida- 
de geralmente bast ante diferente? Eu penso que nao, e creio que os livros 
precisam refletir as necessidades dos alunos de nossos cursos de graduagao 
e pos-graduagao. Alem disso, os livros importados sao geralmente bem mais 
caros do que os produzidos no pals. Segundo, sera que nos nao temos a capa- 
cidade de produzir livros tao bons quanto aqueles de autores estrangeiros? E 
se nos a temos, como eu acredito que temos, por que nao os produzimos? 

1 ?. 

Essas questoes despertaram em mim o desejo de escrever um novo livro, 
desta vez orientado para um assunto especifico de Fisica, o Eletromagnetismo , 
para ser usado tanto na graduagao como na pos-graduagao. 

Nos nlveis mais aprofundados, a teoria do Eletromagnetismo envolve 
uma fundamentagao matematica que, em geral, nao e suficientemente expli- 
cada, o que, via de regra, acaba prejudicando o aprendizado. Assim, decidi 
apresentar o Eletromagnetismo em detalhes, tanto do ponto de vista flsico 
como da perspectiva matematica, fazendo as demonstragoes matematicas e 
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discutindo as consideragoes fisicas necessarias para a resolugao de problemas, 
com rigor e clareza. Somado a isso, apresento um grande numero de exemplos 
resolvidos, visando a esclarecer, fixar e complementar a teoria. Esses exem- 
plos nao devem ser encarados como meros exercicios, porque e justamente 
neles que boa parte da teoria e discutida, como meio de estimular o aluno a 
verificar o desenvolvimento da resolugao de um problema, criar o habito de 
fazer consideragoes fisicas acerca dele, testar e ampliar sua intuigao fisica e 
suas habilidades matematicas, descobrir se as hipoteses por ele formuladas 
sao verdadeiras ou falsas, e finalmente, investigar os motivos que levaram a 
um ou outro resultado, 

O livro foi formulado para atender as seguintes disciplinas: o curso 
basico de Eletromagnetismo ministrado em Fisica Geral, cuja duragao e de, 
normalmente, um semestre, no segundo ano da graduagao em Fisica e En- 
genharias, em que os conceitos fisicos fundamentais referentes a materia sao 
apresentados e discut idos; o curso de Teoria Eletromagnetica, com duragao 
de um ano, em geral no terceiro ou quarto ano de curso de graduagao, em que 
o formalismo matematico e refinado e ampliado; e, por fim, o curso de Eletro- 
magnetismo da pos-graduagao, com duragao entre um e dois semestres, em que 
sao apresentados novos fenomenos fisicos envolvendo uma teoria matematica 
bem mais complexa do que a vista na graduagao. Portanto, ele atende aos 
tres niveis de estudo do Eletromagnetismo para alunos de Fisica, o que e inte- 
ressante, porque alunos que estao iniciando os estudos de Eletromagnetismo 
podem ter a curiosidade de saber como problemas mais complicados sao re- 
solvidos, assim como alunos dos niveis mais altos podem sentir a necessidade 
de recordar conceitos fisicos estudados anteriormente. 

Nao foi possivel concentrar o texto em um unico volume, porque o as- 
sunto e bastante amplo. Este volume se dedica apenas a Eletrostatica, cuja 
compreensao e decisiva para o estudo das outras divisoes e fenomenos relacio- 
nados ao Eletromagnetismo. Sem uma fundamentagao solida em Eletrostatica, 
a invest igagao dos efeitos magnet icos fica prejudicada, o que certamente acar- 
retara problemas quando reunirmos os fenomenos eletricos e magneticos e 
apresentarmos os fenomenos eletromagneticos propriamente ditos. Por causa 
disso, procurei dar uma atengao especial a Eletrostatica, explicando detalha- 
damente varios topicos importantes que sao, em geral, vistos mais rapida- 
mente do que deveriam. Por outro lado, procurei ilustrar fartamente todos os 
assuntos, ja que uma imagem esclarece tanto ou mais do que varias linhas de 
texto explicativo. Cada capitulo culmina com uma serie de exercicios. Pro- 
curei faze-los interessantes e abrangentes, e em pequeno numero, para nao 
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cansar. Creio que isso possa estimular o habito saudavel da consulta de mais 
de um livro. A utilizagao de diferentes livros e muito importante porque ne- 
nhiim e perfeito, e o aluno deve aprender a aproveitar o que cada um tem de 
melhor a oferecer. 

Para poder reunir temas complexos como fungoes de Green com feno- 
menos basicos de Eletromagnetismo como os processos de eletrizagao, tive que 
dividir o texto em capitulos, segoes, etc., relativamente independentes uns dos 
outros. E claro que essa divisao nao pode ser perfeita, mas creio ter conseguido 
nm bom resultado. Alem disso, em ultima analise, cabe ao professor de cada 
disciplina escolher os assuntos que ira abordar com os seus alunos, de acordo 
com as peculiariedades de cada curriculo em particular. 

Os dois primeiros capitulos sao uma introdugao importante para a maio- 
ria dos desenvolvimentos feitos ao longo do texto. O capitulo 1 discute os 
conceitos de vetor, sistemas de coordenadas, grandezas escalares e vetoriais, 
e alguns teoremas de calculo vetorial. Acredito que esse capitulo, como um 
todo, e importante para as disciplinas relacionadas ao Eletromagnetismo, nos 
tres niveis de aprofundamento, e mesmo para outras disciplinas de Fisica, 
como Mecanica Classica e Mecanica Quantica, por exemplo. Em particular, 
os sistemas de coordenadas retangulares, polares, cilindricas e esfericas, abor- 
dados nas segoes 1.1, 1.2, 1.3 e 1.4, respectivamente, sao extremamente uteis 
no estudo de varios assuntos. O capitulo 2 trata das series de Taylor, na se- 
gao 2.1, das series de Fourier, na segao 2.2, e da serie geometrica, na segao 2.3. 
Esse capitulo pode ser estudado por inteiro, por alunos de qualquer nivel, e 
ele tambem e util para alunos de outras disciplinas de Fisica. 

O capitulo 3 apresenta os conceitos de carga eletrica e processos de 
eletrizagao, nas segoes 3.1 e 3.2. Ele e voltado principalmente aos alunos de 
Fisica Basica. A segao 3.3 trata da forga eletrica. Sugiro que todos a leiam, 
em algum momento, porque nela sao discutidos alguns aspectos fisicos im- 
portantes que sao muitas vezes deixados de lado. Por fim, a segao 3.4 ensina 
como construir um pendulo eletrostatico e um eletroscopio. Isso pode ser util 
para aqueles que cursam Licenciatura em Fisica, porque permite a realizagao 
de algumas experiencias qualitativas em sala de aula, e tambem para os que, 
como eu, gostam de reunir a teoria e alguns procedimentos experimentais. 

No capitulo 4, passamos a investigagao do campo eletrico, apresentando 
os conceitos fundamentals necessarios. Esse capitulo e indicado para estudan- 
tes de Fisica Basica, com excegao, talvez, das segoes 4.3 e 4.7, que envolvem 
conceitos matematicos mais aprofundados. Para os alunos de Fisica Basica, a 
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unidade mais importante do capltulo 4 e a segao 4.2, que discute fisicamente 
a dedugao da lei de Gauss. Tambem sugiro que fag am as experiences quali- 
tativas apresentadas na segao 4.8, o que certamente facilitara o estendimento 
do fenomeno da blindagem eletrica. E para os outros estudantes, nao existem 
restrigdes com relagao aos temas abordados nesse capltulo. 

Os conceitos fundamentals referentes an potencial eletrico sao vistos no 
capltulo 5, que e mais voltado para alunos de Flsica Basica e Teoria Eletro- 
magnetica do que para estudantes de pos-graduagao. 

O capltulo 6 trata da equagao de Laplace, assunto que nao e usual para 
alunos de Flsica Basica. De fato, essa unidade pode ser eliminadapor completo 
para esses alunos, sem perda de continuidade, com excegao das experiences 
apresentadas na segao 6.7, que sao interessantes para eles. O capltulo e voltado 
a alunos de Teoria Eletromagnetica e tambem a alunos de Eletromagnetismo 
de pos-graduagao. Para estudantes de Teoria Eletromagnetica, sugiro excluir 
as segoes 6.5.2 e 6.6.2, por causa da matematica envolvida. Ja os alunos de 
pos-graduagao devem estudar o capltulo 6 por inteiro. 

O metodo das imagens e visto no capltulo 7. O assunto nao e usual para 
alunos de Flsica Basica, mas ele deve ser estudado por quem cursa Teoria 
Eletromagnetica e Eletromagnetismo, sem restrigoes. Da mesma forma, o ca- 
pltulo 8, que trata da expansao do potencial eletrico em multipolos (segao 8.1) 
e da energia potencial em multipolos (segao 8.2), e indicado apenas para os 
alunos de Teoria Eletromagnetica e de Eletromagnetismo referidos acima. 
Alunos de Flsica Basica geralmente nao veem estes assuntos. 

As fungoes de Green para o potencial eletrico na Eletrostatica sao abor- 
dadas no capltulo 9. Por causa de sua complexidade matematica, este assunto 
e recomendado somente para alunos de pos-graduagao que estao cursando a 
disciplina Eletromagnetismo. Ele nao e indicado para alunos de Teoria Ele- 
tromagnetica e e fortemente contra-indicado para quem esta cursando Flsica 

Basica. 

O capltulo 10 trata do campo eletrico dentro de um material dieletrico. 
Algumas partes podem e devem ser estudadas pelos alunos de Flsica Basica, 
em particular a segao 10.1, que discute qualitativamente os fenomenos flsicos 
que ocorrem dentro de um dieletrico quando um campo eletrico externo e 
aplicado a ele. As discussoes quantitativas devem ser deixadas para alunos de 
Teoria Eletromagnetica e Eletromagnetismo. 

Finalmente, o capltulo 11 estuda os capacitores. Ele e dirigido a alunos 
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de Fisica Basica, embora alguns topicos, como a segao 11.3, sejam apropriados 
para estudos mais avangados. A segao 11.4 apresenta a garrafa de Leyden, 
primeiro capacitor, bem como a experiencia da gota de oleo de Millikan, 
primeira a medir a carga do eletron. Esta segao, por razoes historicas, e leitura 
obrigatoria para alunos de Fisica Basica. 

Existem ainda quatro apendices neste volume. 0 apendice A apresenta 
algumas constantes fisicas relevantes para o dia-a-dia. O apendice B deta- 
Iha a dedugao do operador V, do gradiente, do divergente, do rotacional, 
do operador V 2 e do Laplaciano em coordenadas retangulares, cilmdricas 
e esfericas. Por fim, os apendices C e D, que complementam o capitulo 6, 
apresentam a resolugao das equagoes diferenciais de Legendre e de Bessel e 
mostram os polinomios de Legendre, os polinomios generalizados de Legendre, 
os harmonicos esfericos, a serie de Legendre, a serie dos harmonicos esfericos 
e a serie de Fourier-Bessel. 

Espero que o livro sirva de auxilio para a compreensao dos topicos rela- 
cionados ao Eletromagnetismo, tanto no que diz respeito aos fenomenos flsicos 
quanto com relagao as demonstragoes matematicas. Gostaria de agradecer a 
Edit ora UEPG, que novamente fez um excelente trabalho, e pego que possiveis 
sugestoes, criticas e comentarios sobre este livro sejam a ela enviados. 



Kleber Daum Machado 
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Parte I 



INTRODUCAO 




Capitulo 1 



Sistemas de Coordenadas, 
Vetores, Grandezas Escalares 
e Grandezas Vetoriais 

Oonsidere as seguintes situates: 

a) Alguem pergunta para voce qual e o comprimento do muro da frente de 
sua casa e voce lhe responde que ele mede 15 m. 

b) Alguem pergunta para voce onde fica a padaria e voce lhe responde 
que, para chegar a padaria, e preciso andar 10 m, ate a esquina, e 

depois dobrar a esquerda e andar mais 5 m. 

As situagoes acima envoi vem grandezas fisicas semelhantes, pois ambas 
sao medidas em metros, tendo port ant o a mesma represent agao dimensional. 
No entanto, ha algo que as diferencia. Com relagao a pessoa que procura a 
padaria, se voce lhe disser apenas que ela deve andar 15 m, ela nao ter a como 
chegar la, porque a informagao esta incompleta. Por outro lado, a informagao 
sobre o comprimento do muro esta completa e e suficiente para ser entendida. 
Entao, para algumas grandezas, informar apenas o valor numerico e a unidade 
nao basta para especificar completamente a situagao fisica. E preciso indicar 
uma orientagao em relagao a algo, ou a uma origem . No caso da padaria, voce 
se orient a com relagao ao lugar em que voce se encontra, que faz o pap el de 
origem. Por causa da necessidade de definir orient agoes em relagao a origens, 

surgiram os sistemas de coordenadas. 
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1 . SISTEMAS DE COORDENADAS, VETORES, GRANDEZAS ESCALARES E GRANDEZAS VETORIA1S 



1.1 Sistemas de Coordenadas Retangulares 

Como uma forma inicial de orientagao, podemos supor uma reta, com 
algum ponto marcado para ser a origem, como na figura 1.1 abaixo. 





+ 

2 



x 



Figura 1.1: Uma reta orientada com uma origem, para 

um sistemade orientagao unidimensional. 

ik. . J “ 






A reta acima define uma diregao x, orientada de forma que os valores 
de x crescem para a direita. Vamos supor que a reta representa a rua em 
que voce mora, sendo seus liumeros os.numeros das casas nessa rua. Assim, 
considerando que a sua casa esta na origem em x = 0, se alguem lhe perguntar 
onde fica a casa de Joao, voce respondera que fica em x — 2. Outros dados 
poderiam ser, por exemplo, que Maria mora em x = — 3 e que as esquinas 
ficam em x = -10 ci = 10. Trata-se, basicamente, de um problema em 

1 ' y ■ 

nma. dimensao, e esse tipo de esquematizagao, na verdade, so sera efetivo e 
suficiente se nos limitanjios a rua em questao. 

- t 

_r > .1,. . 

Assim, para ir a padaria, a nossa reta e insuficiente. Um recurso para 
resolver este problema e colocar uma outra reta, perpendicular a primeira, 
como na figura 1.2. 



1 $ 
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1 

Figura 1.2: Duas retas orientadas com uma origem, para 

h- 

um sistema de orientagao em um piano. 



h 

Agora temos duas diregoes posslveis, x e y. Para ir a padaria, dizemos 
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para a pessoa: va ate x = 10, e depois, ate y ~ 5. No nosso sistema de eixos 
formado pelas duas ret as orientadas, a padaria seria represent ada por um 
ponto, na forma P(10,5). A reta x e chamada eixo das abcissas , enquanto a 

p - 

reta ye o eixo das ordenadas. Os valores de x e y para um certo ponto P sao 
as coordenadas de P. Para a padaria, suas coordenadas sao x = 10 e y = 5. 
Temos agora um problema em duas dimensoes. 

O sistema de eixos apresentado na figura 1.2 chama-se sistema de coor- 
denadas cartesianas ortogonais , porque, tendo sido proposto primeiramente 
pelo filosofo Rene Decartes, e um sistema de coordenadas baseado em retas 
ortogonais. Ele nao se restringe a duas dimensoes. Se for necessario incluir 
uma altura, como, por exemplo, na planta de um predio, acrescentamos mais 
um eixo, denominado cot a, em geral represent ado por 2 , que deve ser ortogo- 
nal aos dois anteriores, como mostra a figura 1.3. Temos entao um problema 
tridimensional. 




Figura 1.3: Sistema de coordenadas cartesianas 

ortogonais no espago tridimensional. 



O sistema de coordenadas cartesianas ortogonais, tambem conhecido 
como sistema de coordenadas retangulares, e um dos mais importantes sis- 
temas de coordenadas utilizados em Fisica. Inicialmente, vamos concentrar 
nossa atengao nele. Outros sistemas serao tratados ao longo do texto. 

■ 'k 

Junto com o conceito de sistemas de coordenadas surgiu tambem o de 
uma entidade geometrica chamada vetor . 
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1. SISTEMAS DE COORDENADAS, VETORES, GRANDEZAS ESCALARES E GRANDEZAS VETORIAIS 



1.1.1 Vetores 

Voltando ao nosso problema anterior, podemos representar o caminho 
que a pessoa fez ate a padaria na seguinte forma: 




Figura 1.4: Representagao do caminho percorrido pela pessoa ate a padaria. 



Os segmentos de reta orientados que aparecem na figura 1.4, chamados 
vetores, sao construgoes matematicas muito importantes. A definigao de vetor 
e a seguinte: 

Definigao 1.1. Vetor e um segmento de reta, orientado por uma flecha, 
que possui um tamanho e uma orientagao espacial. Representamos um vetor 
por uma letra com uma flecha em cima, como em a, ou B, por exemplo. 
Em certos casos, tambem podemos usar letras em negrito, como a ou B. 
Os vetores tern algumas propriedades bastante interessantes. 0 tamanho ou 
mddulo do segmento esta relacionado ao valor numerico da grandeza que 
ele representa. Na figura 1.4, o vetor horizontal, que vamos chamar de A, 
tern o dobro do tamanho do vetor vertical, B, para representar que a pessoa 
anda duas vezes mais na horizontal do que na vertical. A orientagao deles 
e tal que a pessoa vai da origem ate x = 10, e depois, de x = 10 ate o 
ponto P, em y = 5. Esta orientagao e dada pela diregao e pelo sentido dos 
vetores. A diregao e especificada pela reta-suporte que define o segmento de 
reta que representa o vetor. Isto permite dois sentidos possweis para o vetor. 
Obtemos o sentido desejado atraves da colocagdo da flecha na ponta do vetor, 
que indica o sentido correto para a grandeza em questao. Assim, para o vetor 
A, a diregao e horizontal e o sentido e para a direita. Jd para o vetor B, a 
diregao e vertical e o sentido e para cima. Alem disso, considerando um dado 
vetor V, que tern um certo tamanho, uma certa diregao e um certo sentido, 
todos os segmentos de reta paralelos a V, de mesmo tamanho e orientados no 
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mesmo sentido que V, sdo completamente equivalentes ao vetor V . Em outras 
palavras , os vetores podem ser transportados pelo espago para a posigao que for 
mais interessante, desde que suas caracteristicas ( modulo , diregdo e sentido) 

se mantenham intactas . 

Outra propriedade dos vetores e que sua ordem numa soma pode ser 
invertida sem problemas, porque o resultado final e o mesmo. Por exemplo, o 
caminho ate a padaria tambem pode ser representado pela figura 1.5 1 . 




Figura 1.5: 





I 

1 

I 

I 



P(10,5) 



1 1 \ ► 

o' 5 10 15 JC 

Outra represent agao do caminho 
percorrido pela pessoa ate a padaria. 






Assim, a soma de vetores e uma operagao comutativa (como tambem e 
a soma de numeros), ou seja, A + B = B + A. 

Como e que representamos a soma de vetores? E simples: por um outro 
vetor. Obtemos o vetor resultante de uma soma de vetores colocando o inicio 
do segundo vetor no final do primeiro e tragando um segmento de reta do 
inicio do primeiro ate a extremidade do segundo. Entao, no nosso caso, o 
vetor resultante C e dado por C = A + B = B + A, como mostra a figura 1.6. 

A soma de vetores apresentada na figura 1.6, chamada de metodo do 
poligono , e um metodo geometrico . Para saber o valor numerico do tamanho 
do vetor, precisamos usar um metodo analitico , ou entao, desenhar os vetores 
sobre um papel milimetrado e usar um metodo geometrico. O tamanho de um 
vetor, chamado modulo do vetor, e representado por |A|, por |A| ou por A, 
sem a flecha. Note que o modulo de um vetor e sempre positivo, por definigao. 
Para o caso da figura 1.6, os vetores formam um triangulo retangulo, sendo 
que os catetos (5 e c) sao os vetores que estao sendo somados, e a hipotenusa 
a, o vetor resultante. Assim, do Teorema de Pitagoras, temos que 



1 Abstraindo a presenga de possfveis casas, obviamente. 
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1. S1STEMAS DE COORDENADAS, VETORES, GRANDEZAS ESCALARES E GRANDEZAS VETORIAIS 



y 



A 



10 




A 



P(10,5) 




Figura 1.6: Represent agao da soma dos vetores A e B. 



a 2 = b 2 + <? 

\C\ 2 = \A\ 2 + \B \ 2 

iai = 

= \/l0 2 + 5 2 
|0| = a/125 = 5V5 

Alem do metodo geometrico do poligono definido acima, existe o metodo 
do paralelogramo, que tambem e baseado em Geometria. Nesse metodo, para 
encontrar a soma de dois vetores, e necessario, primeiramente, que as origens 
de ambos coincidam. Podemos fazer isso mediante o “transporte” dos vetores, 
mantendo intactos, todavia, a diregao, o sentido e o modulo (tamanho) deles. 
Depois, construimos um paralelogramo, cujos lados sao os vetores, como na 
figura 1.7. A diagonal desse paralelogramo, formada pelo segmento de reta 
que nn e o ponto em que os imcios dos vetores se encontram com o ponto em 
que as extremidades se encontram e o vetor resultante, cujo inicio esta na 
origem dos vetores que estao sendo somados. 




Figura 1.7: Soma dos vetores A e B pelo metodo do paralelogramo. 
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Quando os vetores formam um triangulo que nao e retangulo, nao e 
possivel usar o Teorema de Pitagoras para encontrar o modulo do vetor. Nesse 
caso, usamos a lei dos cossenos, que e 

a 2 = £> 2 + c 2 — 26ccos0 (1.1) 



onde os termos sao definidos como mostra a figura 1.8. 




Figura 1.8: Definigao dos termos para a lei dos cossenos. 



Quando existem mais de dois vetores, a soma pelo metodo geometrico 
do poligono e identica, como se verifica na figura 1.9. 



D =A + B + C 



A 

Figura 1.9: Representagao da soma dos vetores 

A, B e (?, isto e,D = A + B + C. 

Ja para o metodo do paralelogramo devemos tomar a soma dois a dois, 
tendo em vista que para os vetores, assim como para numeros, a soma tern a 
propriedade associativa, ou seja, (A + B) + C = A + {B + C). 

E possivel tambem multiplicar um vetor por um numero. O resultado 
dessa multiplicagao e um outro vetor, cujo tamanho e o tamanho do vetor 
inicial multiplicado pelo numero. Assim, o vetor B = kA pode ser maior do 
que A se \k\ > 1; igual a A se k = 1; e menor do que A se |&;| < 1. Quando 
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k < 0, a multiplicagao resulta num vetor que aponta no sentido contrario ao 
do vetor inicial. Quando k = 0, o resultado e um vetor nulo. A figura 1.10 

ilustra os casos discutidos. 






A 





B 




Figura 1.10: Multiplicagao de um numero por um vetor. 

B = C = 2A, D = 1A e E = -1 A. 



Quando efetuamos uma subtragao de dois vetores Bei, isto e^B — A, 
na verdade o que ocorre e uma soma do vetor B com o vetor C = -~1A = 
ou seja, B + C, onde C = -A. Simplesmente invertemos o sentido do vetor 
(ou dos vetores, se houver mais de um) que e precedido pelo sinal negativo e 
fazemos uma soma por qualquer um dos metodos ja discutidos. 

A propriedade de multiplicagao por um numero faz com que seja possivel 
definir algo semelhante a uma unidade para vetores. Podemos supor um vetor- 
base, que representa a unidade, e os outros vetores seriam multiplos desse 
vetor especial. Esse vetor-base deve ter modulo 1 e, portanto, ele e um vetor 
unitario, o que facilita a multiplicagao por numero. Tais vetores sao chamados 
versores e sua representagao e a seguinte: dado um vetor A, que define uma 
certa diregao e sentido no espago, o versor^correspondente e simbolizado por 
A. Para a figura 1.10, considerando que \A\ = 1, podemos escrever B = \A, 

C = 2A, D = A e E = —A. 

Matematicamente, um dado versor e obtido do vetor correspondente 
atraves de 




Vamos relembrar agora a figura 1.6. Nela existem duas diregoes bem 
definidas, x e y. Convencionou-se que o versor da diregao x e representado 
por i, enquanto o versor da diregao y e representado por j. Em tres dimensoes, 
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o versor da direcao 2 e definido por k. O conjunto desses versores forma uma 

5 A A A 

base para o espago tridimensional, representada por R 3 = {i, j, k}. A figu- 
ra 1.11 apresenta os tres versores. 




A A A 

Figura 1.11: Os versores i, j e k para o sistema 

de coordenadas retangulares. 



—P A — # A 

Assim, na figura 1.6, temos A = 10ie2? = 5j,eo vetor resultante e 

C = A + B = 10i + 5j. 

^ A A A 

Quando os vetores sao escritos na forma V = i + j + 1^ k, a 
sua soma e bast ante facilitada. Basta somar algebricamente as componentes 
em i, j e k, como se fossem numeros. Por exemplo, se tivermos os vetores 
a = a x i + a y j + a z k e b — b x i + b y j + b z k, o vetor resultante c e 

c 
c 

c 

—i 

c 

O esquema mostrado vale para a soma de qualquer numero de vetores, 
nao apenas para o caso de dois. 

Alem de simplificar a soma dos vetores, a decomp osigao nos sistemas 
de eixos tambem facilita o calculo do modulo do vetor. Considere dois vetores 

A ^ A A A A 

a = a x i + a y j e b = b x i + b y j. A sua soma e c = {a x + b x ) i + ( a y + b y ) j. No 
entanto, o vetor resultante e a hipotenusa de um triangulo retangulo cujos 
catetos sao dados por ( a x + b x ) e (a y + b y ),e assim, o seu modulo e dado por 
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como mostra a figura 1.12. 



c y = a + b y 



y A 




c x ~ a * + b x 



X 



Figura 1.12: Representagao da soma de dois vetores A e B. 

0 vetor resultante e a hipotenusa de um triangulo 
retangulo, de catetos a x + b x e a y + b y . 



A expressao acima vale para qualquer numero de vetores, nao apenas 
dois. Quando estamos em tres dimensoes, o modulo de um vetor V = V x i + 

A A 

V y j + V z k e dado por 

V = \V\ = yjv* + V} + V} (1.3) 

e a prova e deixada como exercfcio. 

Ja que e possivel multiplicar um vetor por um numero, talvez seja 
tambem possivel multiplicar um vetor por outro. Na verdade, existem dois 
modos de fazer o produto de dois vetores: mediante o produto escalar e atraves 
do produto vetorial Vejamos inicialmente o produto escalar. 

O produto escalar 2 entre dois vetores tern como resultado um numero 
real. Sua definigao, considerando dois vetores A e B, e 

A • B = |A||J5| cos# = AB cos 9 (1.4) 



2 



As vezes o produto escalar e chamado produto -ponto. 
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onde se observa que de fato o produto escalar de dois vetores resulta num 
numero. O angulo 0, para o produto escalar, e definido como sendo o angulo 
que os vetores formam entre si quando suas origens sao colocadas num ponto 
comum, como mostra a figura 1.13. 




Figura 1.13: Definigao do angulo 6 para o produto 

escalar entre os vetores A e B. 



0 produto escalar e utilizado, entre outras coisas, para calcular o mo- 
dulo de um vetor, pois, para o vetor V, temos 



V-V = |t?||t?| cosO 

9-v = \v\ 2 
v = \v\ = Vv-v 



Um caso de especial interesse ocorre quando os vetores do produto es- 

A Ai . J i t 



calar sao os versores da base R$ = {i, j, k}. Entao, como 
e i X j, i -L k, e j ± k, temos 



J 



k 



1, 



A A 




i * J = J * 1 = o 



A A 

■ • 

J • J = 

A A A A 

i • k = k ■ i = 



1 

0 



k-k = 





1 

0 



(1.5a) 

(1.5b) 



Uma base que tenha as propriedades acima e denominada ortonormal, 
porque, alem de seus vetores serem ortogonais, eles tern modulo 1. Isso vale 
para qualquer sistema de coordenadas, nao apenas o sistema de coordenadas 
retangulares. Na verdade, a escolha de uma base para um sistema de coorde- 
nadas qualquer e feita de forma que as equagoes acima sejam verificadas para 
os versores da base. Outras possibilidades sao, em geral, descartadas. 

Quando dois vetores estao escritos numa mesma base ortonormal, o 
produto escalar entre eles e bastante simples de efetuar. Considere os vetores 




